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	项目名称
	分形集的解析性质和拓扑分类

	提名单位
	华中师范大学

	提名意见
	美国科学院院士曼德勃罗特(Mandelbrot)在20世纪70年代创立了分形几何，它一经问世就备受世人关注。它不仅在理论上发展迅速，而且在自然科学的各个学科有着重要应用。随着研究的更加深入, 分形研究从维数计算逐渐转向分形集和分形测度更为精细的结构, 其中包括分形集的解析性质和拓扑分类。项目组在这两方面中作出了基础性的贡献。
该项目中代表作[1]讨论自相似集L^q谱的可微性，它首次讨论不等压缩比且具有重叠结构自相似集的L^q谱；代表作[2-5]讨论分形集（包括自仿集和自相似集）的拓扑分类，包括球同胚、维数计算和Lipschitz等价等问题，其中代表作[2]给出一类与球同胚的非平凡3维自仿tile，代表作[3,5]利用Moran集给出几类分形集的维数计算公式，代表作[4]刻画了自相似集的Lipschitz等价性。代表作所提出的研究思路、研究方法和研究技巧已成为研究分形集解析性质和拓扑分类的核心手段之一，已逐渐得到同行的广泛关注和认可，其贡献是本质性的，它们发表在如下国际知名杂志也被之引用Adv. Math.、Trans. Amer. Math. Soc.。
鉴于项目组的研究工作，我们提名该项目参评2023年湖北省自然科学奖。

	项目简介
	分形几何是上世纪70年代诞生的新兴交叉学科，它不仅在理论上发展迅速，而且在自然科学的各个学科有着重要应用。分形研究的核心内容是测度和维数，而随着研究的深入与发展，现在的研究热点也包含刻画分形集和分形测度更为精细的结构，这包括分形集的解析性质及拓扑分类等方面。
分形集的测度与维数一直是人们关注的热点，人们对之研究热情长盛不衰。但想要全面刻画更复杂的事物，往往需要使用多个维数，这就诞生了重分形和重分形谱概念。重分形谱理论在物理和数学多个领域有着广泛应用，当待研究分形测度满足重分形机理时, 计算重分形谱就转化为计算相应测度的𝐿^𝑞谱。但对于一般Borel概率测度，判断它是否满足重分形机理是很复杂也是非常重要的事情，这是重分形理论的最基本问题之一。本项目研究的测度（代表作[1]）为压缩比不同的自相似测度，其支撑在具有重叠结构的自相似集上，我们利用无穷图递归系统得到了该分形测度L^q谱的可微性。本项目在这方面研究的主要创新点（它也是核心贡献）为将有限重叠图递归结构转换为无穷分离图递归结构，已经有多篇文章沿用此思想进行研究。
本项目另一个中心主题是研究分形集的拓扑分类，包括球同胚、维数和Lipschitz等价。自仿tile是一类重要的自仿集，已有丰硕的研究成果和广泛应用，其基本理论由Kenyon、Lagarias和汪扬在20世纪90年代建立的。但自仿tile的拓扑分类研究依然是国内外关注的热点。鉴于亚历山大有角球的存在，在三维空间中，我们很难判定一个自仿tile是否同胚于球。本项目（代表作[2]）利用基数展式来研究自仿tile的各个分片间的拓扑关系，借此重组自仿tile，然后通过割补技巧，直接构造出了同胚映射，进而确立了一类与球同胚的三维非平凡自仿tile。分形维数也是拓扑分类的一种重要准则，代表作[3]研究了一类Weierstrass型函数（Takagi函数），考虑其图像水平集的分形维数。Weierstrass型函数是一类经典的分形函数，它处处联系处处不可微，其图像和图像水平集的分形维数一直是人们的关注热点。本项目利用符号空间上Moran集，给出Takagi函数图像水平集的分形维数明晰计算公式，也为研究Weierstrass型函数图像的分形维数注入了新的思想和方法。Moran集是一类重要的分形集，其应用广泛，但一般局限于一维直线，高维情形的成果很少。代表作[5]在平面上讨论Moran集的维数，给出了维数精细计算表达式。关于Lipschitz等价，我们（代表作[4]）使用重排技术确定了Cantor集间的Lispchitz等价性。这里使用的思想和技巧已经得到同行们的广泛应用，他们的结果发表在Journal de Mathématiques Pures et Appliquées、Advances in Mathematics、Journal of the London Mathematical Society等国际知名期刊上。
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